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Die Sch/itzung der Varianzkomponenten beim Fixwertmodell 
der Varianzanalyse 

ERIK SCHWARZBACH, Brumov/~SSR* 

Estimating Variance Components in a Fixed Model of Variance Analysis 

Summary. The partition of a variance into components in experiments with fixed effects, i.e. experiments with 
varieties, treatment etc., is meaningful only if "components" are defined as additive parts of a whole. This atso 
demands that the sum of the components of variance be equal to the total variance. Such additivity of the compo- 
nents of variance is achieved by appropriate definitions of the components of variance. Unbiassed estimates of the 
additively defined components of variance are obtained by a simple correction which eliminates the influence of 
degrees of freedom on the calculation of mean squares. This correction is not needed for the estimation of variances 
of random effects. 

The expected values of mean squares for the partition of variance and formulas for unbiassed estimates of additively 
defined components of variance are demonstrated in an experiment with two fixed effects and one random effect. 

Einleitung 

Es ist oft wichtig, die Frage zu beantworten, wel- 
chen Anteil eine bestimmte Variabilit~ttsursache an 
der Gesamtvariabilit~tt eines untersuchten Ob~ektes 
besitzt. In F~tllen, wo s~mtliche Variabilit~tsursachen 
Zufallseinwirkungen sind, l~13t sich die Frage oft 
mit der Varianzanalyse ~ beantworten. So zum Bei- 
spiel, wenn aus einer grol3en Herde zuf~llig einige 
Zuchttiere ausgelesen werden und bei den Nach- 
kommen der Anteil der erblich bedingten Variabilit~it 
der Herde festgestellt werden soll. Das Verfahren 
wurde oft beschrieben, siehe z. B. LE RoY (t960). 
Die eingangs erw~hnte Frage soll j edoch oft auch dann 
beantwortet werden, wenn die gefragten Variabili- 
t~ttsursachen keine Zufallswirkungen sind. So zum 
Beispiel, wenn die Wirkung verschiedener Behand- 
iungen gepriift oder in Sortenversuchen nach dem 
Anteil der Sortenunterschiede an der Gesamtvariabi- 
liter eines Versuches gefragt wird. Dies trifft meist 
in der Pftanzenztichtung zu. Stat t  mit Zufallswir- 
kungen hat man es dann mit fixen, meist sorgf/iltig 
gew~ihlten, Wirkungsfaktoren (Behandlungen, Sorten, 
Anbauorten usw.) zu tun. In solchen F~tllen ist das 
zust~ndige Modell das klassische Fixwertemodell der 
Varianzanalyse, das urspriinglich ausschliel31ich zum 
Prtifen von Differenzen zwischen Gruppenmittel- 
werten, also fiir eine andere Fragestellung, bestimmt 
war (EIsE~I~ART 1947). Im Folgenden soll gezeigt 
werden, dab das f~r das Zufallswertemodell ausge- 
arbeitete Verfahren zum Sch~tzen von Varianz- 
komponenten nicht unver~indert auf das Fixwerte- 
modell ~ibertragen werden kann, was bisher nicht 
bert~cksichtigt wurde (siehe z. B. S~EDECOR 1962, 
KEMPTI~OR~E t957, WEBER 1964, t967 U. a.), sondern 
dab beim Fixwertemodell das Verfahren modifiziert 
werden muB. Das Problem sei an einem der h~iufig- 
sten F~ille dargestellt, an der Varianzanalyse mit 
2 konstanten Variabilit~itsursachen und einer Zu- 
fallswirkung. 

* Jetzige Anschrift: Erlangen, Sperlingstraf3e 45. 
1 Das zum Beantworten dieser Frage entwickelte Ver- 

fahren nennt EISE~'I-IART (1947) die Varianzanalyse im 
eigentlichen Sinn des V~Zortes. Das Verfahren darf nicht 
nlit dem Verfahren zum Priifen von Gruppenmittel- 
wer~en, das gemeinhin auch als Varianzanalvse bezeich- 
net wird, verwechselt werden. Letzteres soil hier nicht 
behandelt werden. 

Die Varianzanalyse eines Versuches mit m Sorten, 
r Diingungsstufen und n Wiederholungen 

a) Additiver Fall (ohne Interaktionen) 

Es sei eine Ertragspriifung m i t m  Sorten, r Diin- 
gungsstufen und n Wiederholungen je Kombination 
mit zuf~illiger Anordnung der Teilstiicke angenom- 
men. E i n  Versuch also, wie er in der Praxis h~iufig 
vorkommt. Die mnr Teilstiicke unterscheiden sich 
in ihrem Ertrag, weisen also eine Variabilit~tt auf. 
Die uns hier interessierende Fragestellung lautet:  
Welchen Anteil haben die einzelnen Variabilit~tts- 
ursaehen (Sortenunterschiede, Diingungsstufen, Zu- 
fallswirkung) an der Gesamtvariabilit~it der Teil- 
sttickertr~ige ? 

Diese Frage l~il3t sich nicht beantworten, wenn 
sich die Anteile nicht additiv verhalten, mit anderen 
Worten:  wenn nicht die Summe der Anteile gleich 
dem Ganzen ist. Symbolisch ausgedrt~ckt lautet  
diese Forderung, wenn als MaB der Variabilit~t die 
Varianz, 0.z, bentitzt wird: 

0.~esamt 0.'2 2 0.2 Sorten @ @ Zufallswirkung = 0.D~n~u~g (t)  

Hieraus ergibt sich die Notwendigkeit, die Varianzen 
eindeutig so zu definieren, dal3 sie sich additiv ver- 
halten. Die Definitionen ergeben sich aus dem zu- 
st~indigen varianzanalytischen Modell. Das Fixwerte- 
modell wird im hier vorliegenden Falle dadurch cha- 
rakterisiert, dab angenommen wird, dab von jeder 
Kombination von Sorte mit Dtingung nicht n Wie- 
derholungen, sondern unendlich viele vorhanden sind, 
deren Einzelwerte normal verteilt sind und innerhalb 
aller Kombinationen die gleiche Varianz, 0.~, besit- 
zen. Ferner, dab sich der Mittelwert jeder Kombina- 
tion linear aus dem entsprechenden Mittelwert der 
Sorte und der Dtingungsstufe ergibt. Mathematisch 
kann man das Modell durch die bekannte einfache 
Formel 

ausdrticken, wobei 
x~-~ = Teilsttickertrag 

# = unbekannter  Gesamtmittelwert des Modells 
#i = unbekannter Mittelwert de r / - t en  Sorte 

(i = I . . . ~ )  
#j = unbekannter Mittelwert der j-ten Diingung 

(i = 1 ..-r) 
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zii~= zufallsbedingte Abweichung des k-ten Teil- 
stiickertrages vom / /- ten Gruppenmittel- 
weft, ~ii, des Modells (k = l . . .n)  

Die je n Wiederholungen in den Kombinationen des 
realen Versuches werden als zufXllige, voneinander 
unabh~ngige Stichproben aus den unendlich groBen 
Grundgesamtheiten des Modetls angesehen. 

Entsprechend der Forderung (t) ergeben sich nun 
die Definitionen der Varianzen wie folgt: 

Gesamtvarianz: (2) 

a~ = E ( x ~  - -  t*) ~ 

Varianz der Sorten 
a} = E(#i -- #)~ 

Varianz der Diingungen 

a5 --- E (#  i - ~)~ 

Varianz der Zufallswirkung 
~ }  = E ( z ~ ) ~  = E ( x ~  - u~)  ~ 

wobei das Symbol E Erwartungswert  bedeutet.  
Unter den so definierten Varianzen besteht bei 

dem ausgeffihrten Modell die einfache algebraische 
Beziehung 

2 
~ = ~s + ~5 + ~} 

wodurch die Forderung (t) erf~lit ist. 
In vielen statistischen Lehrbiiehern werden beim 

Fixwertemodell die Varianzen der konstanten Fak- 
toren definiert (mit der bier verwendeten Symbolik 
am Beispiel der Sortenvarianz) als 

m - -  t " 

S o  z .  B .  K E M P T H O R N E  (1957, S. 252). Dagegen 
ist niehts einzuwenden, solange nicht gefordert wird, 
dab es sich um eine Varianzkomponente handeln 
soll. Denn eine so definierte Gr6Be verhalt sieh 
natfirlich nicht additiv zu den iibrigen Varianz- 
komponenten und kann daher nicht als Varianz- 
komponente im eigentlichen Sinn des Wortes ange- 
sehen werden. Auch die yon WEBEg (t964) beim 
Fixwertemodell beniitzte GrbBe a~ (S. 167 ff) wird 
in diesem Sinne verstanden. Oft wird beim Fix- 

wertemodell s ta t t  des Symbols a ~" das Symbol k 2 
bentitzt, um zu zeigen, dab es sich um Konstanten 
handett, wobei aber diese Gr613e im selben Sinne ver- 
standen wird wie bei K~m~THOI~-E (1957) und als 
Varianzkomponente bezeichnet wird (SNEDECOR 1962 
U.a.). Deshalb k6nnen die auf dieser Definition 
fuBenden Verfahren zum SchStzen der Varianz- 
komponenten zu keiner sinnvolien Antwort auI die 
eingangs erw~ihnte Frage bei Versuchen mit festen 
Variabilit~tsursachen ftihren. 

Die unter (2) definierten Varianzen k6nnen nattir- 
lich nur gesch~itzt werden. Die Grundlage der 
Sch~itzung bei der Varianzanalyse bildet die Berech- 
hung der mittleren Quadrate aus den aufgeteilten 
Quadratsummen. Die Erwartungswerte der mittleren 
Quadrate lassen sich mit einfacher Algebra berechnen 
und linden sich z.T.  bereits bei EISENIrlART (1947). 
Sie sind in Tabelle t zusammengestellt. Die Berech- 
nungsformeln sind in der allgemeinen Form wieder- 
gegeben und entsprechen dem bei der Varianzanalyse 
iiblichen Zerlegungsschelna. 

Aus den Erwartungswerten in der Tabelle ergeben 
sich die erwartungstreuen Sch~itzwerte der Varian- 
zen folgendermaBen : 

~ = MQ~ 

~} = M(L 

(Die zwei unabh~Lngigen Sch{~tzwerte derselben Varianz 
diirfen sich nicht signifikant unterscheiden (F-Test). 
Anderenfalls liegen Interaktionen vor undes ~critt Modell- 
fall b ein.) 

~} = M Q , -  M g j  . m -  ~ , 
n r fqq~ 

I/1Z 7Z r 

&~ ~_ M Q g m n r  - 1 MQ~ 

Diese Sch~itzungen unterscheiden sich yon den 
Sch~tzungen beim Zufallswertemodell (vgl, z. B. 
WEBER t967) lediglich dadurch, dab die Uberb6hung 
der mittleren Quadrate, die durch Division mit Frei- 
heitsgraden in der Berechnungsformel entstanden 
ist, wieder korrigiert wird. Nur bei der Sch{ttzung 

der Zufallswirkung, a~, 
Tabelle 1. Erwartungswerte der mittleren Quadrate beim Fixwertemodell 

der Varianzanalyse 

Mitfleres Variabilitgt Quadrat Berechnungsformel grwartungswert 

Zwischen n r 22 (Nr -- N)2 
Sorten M Qs i a~ + n r a~ n - ~  m - -  1 - -  1 

Zwischen n m 22 (xi -- ~)z 
Diingungsstufen MQ~ J a~ + n m @ r r 

r - - I  - - 1  

Innerhalb ~ ~ ~ (xi/~ -- xii) ~ 
Gruppen M Qi ~ i ~ a~ 

m r  (n - t) 

Rest ~V/Qr 
n X Z ( ~ -  ~j - ~i  + ~)2 

i j 
( ~ -  1) ( r -  t) 

a) bei Additivit/it : a} 
b) bei Nichtadditivitg~t : 

?4Z r 

a } +  n Gs~v (m_t~ ( r -  t) 

Gesamt M Qg 

bleiben im Nenner der Be- 
rechnungsformel unveriin- 
dert die Freiheitsgrade. 

b) N i c h t a d d i t i v e r  F a l l  
( m i t  I n t e r a k t i o n e n )  

Das hier zutretfende Mo- 
dell unterscheidet sich yore 
vorangegangenen dadurch, 
dab sich die Wirkungen 
der konstanten Faktoren 
nicht additiv verhalten 
(hierWirkung der Sorte und 
Diingung).Di e Abweichnng 
yon der Additivit~it wircl 
als Interaktion bezeichnet. 
Die Interakti0nen wirken 
sich als zus~itzliche Variabi- 
lit~itsursaehe auf die Ge- 
samtvariabilit~t aus. Wenn 
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die Interaktionen als Varianzkomponente erfaBt wer- 
den sollen, muB diese so definiert werden, dab sie 
sich additiv zu den /ibrigen Varianzkomponenten 
verh~lt. Dieser Forderung genfigt die Definition 

~ } •  = E (l-~i - ~ - / z ~  + ~)~ (3). 

Unter  den Varianzkomponenten besteht dann die 
einfache algebraische Beziehung 

;4hnlich wie die Varianzen der einzelnen konstan- 
ten Faktoren wird oft die Varianz der Interaktionen 
konstanter Faktoren verstanden als 

a S •  E ( y ~ j  - -  y ~  - -  #~  + y ) 2  (m - -  1) (r - -  1) '  

Eine so definierte Varianz verh~ilt sich j edoch 
nicht additiv und ist somit keine Varianzkomponente 
im eigentliehen Sinn des Wortes. Falls nach Varianz- 
komponenten gefragt wird, muB daher die Definition 
(3) benfitzt werden. 

Die erwartungstreuen Sch~itzungen der Varianz- 
komponenten im Modellfai1 b) ergeben sich aus den 
Erwartungswerten in Tab. 1. Die erwartungstreue 
Seh~itzung der Varianz der Interaktionen, a}• 
ergibt sich als 

Auch bier muB also eine Korrektion vorgenom- 
men werden, um die dureh Division mit Fre ihe i t s -  
graden verursachte Uberh6hung des M @ zu korri- 
gieren. 

Die erwartungstreue Sch/itzung der tibrigen Varian- 
zen erfolgt wie unter  a). 

Diskussion 

Die Mil3achtung der Notwendigkeit, die Varianz- 
komponenten additiv zu definieren, fiihrt u. U. zu 
erheblichen Ubersch~itzungen der Varianzkomponen- 
ten, besonders bei geringer Anzahl yon Gruppen. 
Wenn z. ]3. die Zahl der Soften 4, die der Behand- 
lungen 3 und die Zahl der Wiederholungen beliebig 
ist, wird bei iiblicher Definition der Varianzen die 
Varianz der Sorten 4/3-fach, d. h. um 33%, die 
Varianz der Behandlungen 3/2-fach, d. h. um 50%, 
und die Varianz der Interaktionen sogar 4.3/3" 2-fach, 
d. h. um t00%, ~bersch~tzt. Dies ffihrt dann dazu, 
dab die Gesamtvarianz stets geringer ist als die 
Summe der ScMtzwerte der Komponenten.  Werden 
hingegen die Varianzen so definiert, dab sie additive 
Varianzkomponenten darstellen, gilt nieht nur ftir 
die unbekannten Varianzen des Modells die Beziehung 
(4), sondern such die ScMtzwerte der Varianzen 
verhalten siela dann additiv: 

Man k6nnte daher auf die Sch~tzung einer der 
Varianzen verzichten und den Schfitzwert dutch 
Subtraktion gewinnen. Als Rechenkontrolte emp- 
fiehlt es sich ~edoch, atle Varianzen getrennt zu 
sehfitzen. 

Wie angeftihrt, unterscheidet sich das hier ausge- 
ftihrte Sch~itzungsverfahren vom bisher tiblichen ledig- 
lich dadurch, dab die Tdberh6hung der mittleren 
Quadrate der konstanten Faktoren, entstanden durch 
Division mit Freiheitsgraden in der Berechnungsfor- 
mel, anschlieBend wieder zurtickkorrigiert wird. Man 
k6nnte meinen, dab es einfacher w~re, im Divisor der 
Berechnungsformel des mittleren Quadrates s ta t t  der 
Freiheitsgrade direkt die GruppenzahI eiuzusetzen, 
etwa 

~ r ~ (~i - -  ~)~ 

MQ~= ....... ~ . . . . . . . . . . . .  

Dabei ist allerdings zu bedenken, dab die Frage 
nach der Gr613e der Varianzkomponenten meist erst 
nach der Prtifung der Nullhypothesen a} = 0, a~ = 0 
und a}• = 0 Sinn hat. Die Priifverfahren sind je- 
doch gerade auf mittleren Quadraten, die mit Hilfe 
yon Freiheitsgraden berechnet wurden, aufgebaut. 
Es seheint daher besser, bei der Berechnung der 
mittleren Quadrate wie bisher Freiheitsgrade zu ver- 
wenden. Anders bei den Definitionen der Varian- 
zen. Hier ist zu bemerken, dal3 bereits P. LORE.~Z 
(t959) die Notwendigkeit der Definition der Varianz 
ats arithmetisches Mittel der Quadrate der Abwei- 
chungen vom Mittelwert such fiir andere als bier 
angeftihrte Zweeke betonte, was allerdings viel zu 
wenig gewfirdigt wurde. 

Zusammenfassung 

Die ScMtzung der Varianzkomponenten bei Ver- 
suchen mit festen Variabilit~itsursachen, z. B. bei 
der Prafung yon Sorten, Behandlungen usw., ist 
nut  dann sinnvoll, wenn die Varianzkomponenten 
so definiert sind, dab ihre Summe der Gesamtvarianz 
gleich ist, d. h. dab sie sieh additiv verhalten. Will 
man die so definierten Varianzkomponenten erwar- 
tungstreu scNitzen, muB man die l~berb6hung der 
mittleren Quadrate, die durch Division mit Freiheits- 
graden s ta t t  mit der Gruppenzahl entstanden ist, 
wieder korrigieren. Diese Korrektion entf~tllt bei 
der Sch~ttzung der Varianz yon Zufallswirkungen. 

Die Erwartungswerte der mittleren Quadrate der 
iibliehen varianzanalytischen Zerlegung und die er- 
wartungstreuen Sch~itzungen der additiv definierten 
Varianzkomponenten werden am Beispiel eines Ver- 
suches mit zwei konstanten Variabilit~itsursaeben und 
einer Zufallseinwirkung dargeIegt. 
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